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Abstrakt: 
 
Bakalářská práce se zabývá únavou materiálu a možnostmi určení životnosti součástí při 
víceosém cyklickém namáhání. Nejprve je popsán mechanismus vzniku a šíření 
únavových trhlin, dále pak způsob určování životnosti při jednoosém namáhání a stav 
napětí při namáhání víceosém. Poté jsou již uváděna jednotlivá kritéria pro určení 
životnosti při víceosém namáhání. Všechna kritéria jsou založena na kritické rovině a 
jsou rozdělena na napěťová, deformační a energetická. 
 
 
Abstract: 
 
Bachelor’s thesis is about fatigue of materials and options of component’s lifetime 
determination during multiaxial cyclic loading. First it is described mechanism of 
initiation and grow of fatigue cracks, then the way of determination fatigue life during 
uniaxial loading and state of stress during multiaxial loading. Then multiaxial fatigue 
criteria for life time determination are presented. All criteria are based on critical plane 
and are divided into stress-based, strain-based and energy-based. 
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Úvod 
 
Únava materiálu je nejčastější příčinou poškození strojních součástí. Aby se dalo zabrá-
nit škodám vzniklým ztrátou funkce součásti v důsledku únavy, je nutné určit dobu, po 
kterou je součástka schopná vykonávat svou funkci. 
Nejpřesnější z hlediska určení životnosti je provedení experimentu s reálnou součástí při 
podmínkách jejího využití. Tento postup se však v praxi příliš nevyužívá, neboť je 
značně nákladný.  Byly tudíž vytvořeny postupy, při kterých se doba do lomu dané sou-
částky porovnává na základě zkušebních vzorků. 
Zatímco určování únavové životnosti při jednoosém namáhání je méně náročné 
a v dnešní době již poměrně dobře prozkoumané, při víceosém namáhání jde jak po 
stránce teoretické, tak experimentální o složitou disciplínu. Zatížení a namáhání, které 
se u většiny součástek v technické praxi vyskytuje, však bývá zpravidla víceosé. 
Existuje spousta modelů, podle kterých se přepočítává doba životnosti zkušebního vzor-
ku na reálnou součást. Liší se svou přesností i principy, ze kterých vycházejí. 
Tato bakalářská práce je zaměřena na multiaxiální kritéria vycházející z kritické roviny. 
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1 Únava materiálu 
 
Pojem únava materiálu poprvé zmínil Braithwaite v roce 1854. Avšak prvním 
člověkem, který publikoval zprávu zabývající se únavou, byl už roku 1837 Wilhelm 
Albert. Týkala se poškozování důlních řetězů. Velký problém nastal s postupným roz-
vojem železnice, kdy vlivem únavy praskaly osy kol lokomotiv a vagonů. Následné 
havárie měly na svědomí množství životů. Studiem železničních náprav se od konce 50. 
let 20. stol. zabýval August Wöhler [1]. Na základě svých zkoušek položil základy 
určování únavové životnosti, ze kterých vycházíme dodnes. 
Únava materiálu je způsobena cyklickou změnou napětí, která vede k rozvoji trhliny 
a následnému lomu. Působící napětí je přitom často mnohem menší než mez kluzu. 
Následkem kumulativního poškození plastickou deformací však dojde k únavovému 
lomu. 
Na základě změn v materiálu lze proces únavy rozdělit na 3 oblasti [2]: 
 
1. stádium změn mechanických vlastností 
2. stádium iniciace únavových trhlin 
3. stádium šíření únavové trhliny. 
 
1.1 Stádium změn mechanických vlastností 
 
Při cyklickém zatěžování dochází ke změně fyzikálních vlastností. Z pohledu únavy 
jsou nejdůležitější změny mechanické, zejména odpor materiálu proti deformaci. Tyto 
změny jsou způsobeny změnou ve vnitřní struktuře materiálu. Mají zpravidla sytící cha-
rakter, všechny změny se tedy odehrávají během prvních zatěžovacích cyklů. Informace 
o změně mechanických vlastností se získávají z hysterezních smyček, které představují 
závislost mezi amplitudou celkového poměrného přetvoření     a amplitudou napětí    
(obr. 1.1). Amplituda poměrného přetvoření se dále skládá z amplitudy plastického 
poměrného přetvoření     a amplitudy elastického poměrného přetvoření    . 
 
 
Obr. 1.1 Hysterezní smyčka [2] 
 
Po ukončení mechanických změn dojde k ustálení hodnot napětí a deformace a vznikne 
saturovaná hysterezní smyčka. Na základě saturovaných hysterezních smyček pro různé 
amplitudy napětí se spojením bodů obratu vytvoří cyklická křivka napětí – deformace 
(obr. 1.2). 
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Obr. 1.2 Cyklická křivka napětí – deformace [2] 
 
Při změně odporu vůči deformaci nastávají dva případy chování materiálu: 
 
1. cyklické změkčení – při konstantní amplitudě napětí amplituda deformace roste 
2. cyklické zpevnění – při konstantní amplitudě napětí amplituda deformace klesá. 
 
Oba procesy souvisí se změnami mikrostruktury materiálu. Cyklické změkčení je 
obvykle nežádoucí, nastává u materiálů zpevněných předchozím zpracováním. Cyklické 
zpevnění je obvyklé u vyžíhaných materiálů. Výsledek se projeví na tahových 
diagramech, jak lze vidět na obr. 1.3. 
 
 
Obr. 1.3 Poloha cyklické křivky napětí – deformace vůči jednosměrnému tahovému 
diagramu [2] 
 
Pomocí hysterezní smyčky lze určit také deformační energii, která se za jeden cyklus 
přemění v tepelnou energii. Deformační energie odpovídá ploše hysterezní smyčky. 
Obecně je dána vztahem: 
 
 
          (1) 
 
Celková energie je pak součin počtu cyklů do lomu a plochy saturované hysterezní 
smyčky. 
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1.2 Stádium iniciace únavových trhlin 
 
Experimenty prokázaly, že nukleace trhlin u homogenních materiálů probíhá vždy na 
povrchu materiálu. Je to dáno tím, že na povrchu působí maximální napětí. Tato 
skutečnost je způsobena samotným způsobem namáhání (ohyb, krut) a také přítomností 
vrubů, které působí jako koncentrátory napětí. I na zdánlivě hladkém vzorku jsou 
mikroskopické vruby, například stopy po broušení, které i v případě namáhání na tah – 
tlak způsobí na povrchu nárůst napětí. Nukleace trhlin může probíhat na třech místech: 
 
1. v únavových skluzových pásmech – nejčastěji probíhající místo nukleace. V důsled-
ku skluzů jednotlivých pásem se vytvoří extruze a intruze (obr. 1.4). Právě intruze 
působí jako lokální koncentrátory napětí a zapříčiňují jejich další růst do materiálu. 
Tím vznikají první mikrotrhliny. 
2. na hranicích zrn – uplatňuje se zejména při vyšších teplotách u vysokoamplitudové 
únavy. 
3. na rozhraní mezi inkluzemi a matricí – u některých slitin a vícefázových materiálů, 
v nichž se v matrici vyskytují tvrdé částice. 
 
 
Obr. 1.4 Znázornění vzniku intruze v matrici [2] 
 
1.3 Stádium šíření únavové trhliny 
 
Po vzniku mikrotrhlin pokračuje jejich šíření ve skluzových rovinách, které jsou blízké 
směru maximálního smykového napětí. Tato část šíření se nazývá krystalografické 
šíření trhliny, označuje se také jako první etapa šíření. U hladkých těles je počet cyklů, 
během nichž dochází k šíření trhliny v rámci první etapy, vzhledem k celkové životnosti 
velký. U těles s vruby je naopak první etapa šíření trhliny téměř zanedbatelná. 
Druhou etapou je nekrystalografické šíření trhliny. Této etapy dosáhne obvykle pouze 
jediná trhlina – magistrální. Růst ostatních se během první etapy zastaví. Při přechodu 
mezi první a druhou etapou šíření se směr šíření trhliny stáčí do roviny kolmé ke směru 
hlavního napětí (obr. 1.5). 
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Obr. 1.5 Etapy šíření trhliny [2] 
 
Proces postupného šíření trhliny pokračuje do okamžiku, kdy nastane lom. V tom 
okamžiku dojde k meznímu stavu stability trhliny a stabilní šíření trhliny přejde do 
nestabilního šíření. 
Jednotlivá stadia šíření a také místo nukleace lze pozorovat na lomové ploše tělesa 
(obr. 1.6). Na základě reliéfu plochy při stabilním šíření lze usuzovat, že šíření trhlin má 
kumulativní charakter. Reliéf této plochy je tvořen žlábky, které jsou kolmé na směr 
šíření trhliny. Jeden žlábek zpravidla odpovídá jednomu zátěžnému cyklu [3]. 
 
 
Obr. 1.6 Reliéf lomové plochy [3] 
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2 Životnost při jednoosém namáhání 
 
Při únavové zkoušce je základním výstupním grafem Wöhlerova křivka (obr. 2.1) [3]. 
Jedná se o závislost amplitudy napětí    na počtu cyklů do lomu    při ustáleném har-
monickém zatěžování. Podle mechanismu lomu rozlišujeme oblast kvazistatického 
lomu, kdy se nejedná o lom únavový (do 100 cyklů), nízkocyklovou únavu (102 - 105 
cyklu) a vysokocyklovou únavu (od 105 cyklu). Po překročení 107 cyklu se již sklon 
křivky téměř nemění a vzorek má zpravidla neomezenou životnost. Maximální ampli-
tuda napětí pro tuto neomezenou životnost se nazývá mez únavy (   pro tah – tlak,     
pro ohyb,    pro krut) [3]. 
 
Obr. 2.1 Wöhlerova křivka [3] 
 
Wöhlerovu křivku lze aproximovat vztahem [2]: 
 
      
      
 
 (2) 
 
kde   
  je součinitel únavové pevnosti a b exponent únavové životnosti. 
 
Wöhlerova křivka je vhodná spíše pro vysokocyklovou únavu, pro oblast nízkocyklové 
únavy je výhodné použít Manson-Coffinovu křivku (obr. 2.2). Ta představuje závislost 
amplitudy poměrného přetvoření    na počtu cyklů do lomu   . Lze ji aproximovat 
vztahem [3]: 
 
             
  
 
 
     
 
   
      
 
 (3) 
 
kde   
  je součinitel únavové tažnosti, c je exponent únavové životnosti a E je modul 
pružnosti v tahu. 
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Obr. 2.2 Manson-Coffinova křivka [2] 
 
Únavová životnost se určuje harmonickým zatěžováním zkušebních tyčí. Vznikne tak 
sinusový průběh napětí, který lze popsat vztahem: 
 
                 (4) 
 
kde ω je úhlová rychlost, t je čas a    je střední napětí. Průběh napětí lze charakterizo-
vat koeficientem nesouměrnosti cyklu: 
 
   
  
  
 (5) 
 
kde    je dolní napětí a    je horní napětí. Základní druhy zátěžných cyklů lze vidět na 
obr. 2.3. Zátěžné cykly je možné rozdělit na: 
 
- pulzující – celý cyklus se nachází v tahové nebo tlakové oblasti 
- míjivé – cyklus má nulové krajní hodnoty 
- střídavé – cyklus se vyskytuje jak v tahové oblasti, tak v tlakové. 
 
Výše zmíněná Wöhlerova křivka je výsledkem zatěžování při nulovém středním napětí. 
V případě určování životnosti při nenulovém středním napětí se využívá Haighův nebo 
Smithův diagram [3]. 
 
Obr. 2.3 Druhy zátěžných cyklů [3] 
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3 Napětí při víceosém namáhání 
 
Obecnou napjatost v každém bodě tělesa lze jednoznačně popsat pomocí tří normálo-
vých napětí          a tří smykových napětí                        , jak lze 
vidět na obr. 3.1. Tato napjatost se zapisuje užitím tenzoru napětí [4]: 
 
 
    
        
        
        
  (6) 
 
 
 
Obr. 3.1 Rozložení napětí na elementárním prvku tělesa [5] 
 
Pokud elementární krychli natočíme tak, že všechna smyková napětí jsou nulová a pů-
sobí pouze napětí normálová, hovoříme v tom případě o hlavních napětích         . 
Tenzor napětí má poté následující tvar: 
 
 
    
    
    
    
  (7) 
 
Platí, že         . Směry hlavních napětí jsou shodné s osami hlavního souřadni-
cového systému, určují tedy jeho orientaci. Hlavní napětí lze najít jako kořeny charakte-
ristické (sekulární) rovnice: 
 
   
      
            (8) 
 
kde    jsou hlavní napětí a          jsou invarianty tenzoru napětí. 
Otočením roviny hlavního napětí o 45° dostaneme rovinu maximálních smykových 
napětí. Ty se dají vypočítat pomocí hlavních napětí užitím rovnic [5]: 
 
 
    
       
 
 
    
       
 
 
    
       
 
 
 
(9) 
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Proces víceosého namáhání lze vyjádřit zatěžovací cestou. Jedná se o uzavřenou 
trajektorii v napěťovém prostoru. Na jejím základě lze dobře rozlišit proporcionální 
zatěžování, kdy je poměr normálového a smykového napětí konstantní a směry hlavních 
napětí zůstávají stejné. Naopak u neproporcionálního zatěžování se poměr napětí mění, 
stejně jako směry hlavních napětí. Poměr amplitud ale i přesto zůstává konstantní 
(obr. 3.3) [6]. 
 
 
Obr. 3.2 Zatěžovací cesta pro a) proporcionální zatěžování, b), c), d) neproporcionální 
zatěžování [6] 
Cílem práce je zpracovat přehled multiaxiálních kritérií založených na kritické rovině. 
V případě těchto kritérií jsou důležitá napětí působící právě na kritické rovině. Pro 
získání libovolné roviny ρ provedeme řez elementární krychlí z obrázku 3.1. Na této 
rovině působí obecné napětí       , které lze rozložit do složky ve směru normály k rovině 
ρ (normálové napětí   ) a do složky v rovině ρ (smykové napětí   , obr. 3.3) [4]. 
 
 
Obr. 3.3 Napětí působící na rovině ρ 
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4 Multiaxiální kritéria 
 
Jak již bylo řečeno v úvodu, jednoosé namáhání se v praxi vyskytuje málokdy. Většina 
součástek je namáhána víceose. Pro výpočet jejich životnosti je proto nutné použít mul-
tiaxiální kritéria. Ta jsou založena na převodu víceosé napjatosti na ekvivalentní jedno-
osou napjatost. Při užití kritérií založených na kritické rovině se vychází z předpokladu, 
že iniciace a prvotní růst trhliny probíhají v určité rovině, která je pro vznik trhliny nej-
příhodnější. Tato rovina je rovinou kritickou. Kritéria lze podle svých principů rozdělit 
do tří skupin [7]: 
 
1. napěťová kritéria – jsou založena na napětích působících na kritické rovině 
2. deformační kritéria – jsou založena na přetvořeních v kritické rovině 
3. energetická kritéria – vycházejí z deformační práce potřebné do lomu. 
 
4.1 Napěťová kritéria 
 
Findley 
 
Findley [5] určil jako kritickou rovinu tu rovinu, v níž je součet hodnot smykového 
napětí a k-násobku normálového napětí maximální. Jeho kritérium má tvar: 
 
               (10) 
 
kde    je amplituda smykového napětí,    je normálové napětí a k, f jsou konstanty.  
Konstanta k se určuje experimentálně pomocí únavových testů při dvou nebo více sta-
vech napětí. Její obvyklá hodnota pro tvárné materiály je 0,2 – 0,3. Při namáhání krutem 
přejde rovnice (8) do tvaru: 
 
            (11) 
 
Při namáhání ohybem pak lze použít následující vztah: 
 
 
                
 
           (12) 
 
V případě výpočtu zbývajících cyklů    pro konečnou životnost se používá Findleyovo 
kritérium ve tvaru: 
 
               
      
 
 (13) 
 
kde   
  je součinitel únavové pevnosti ve smyku. 
 
McDiarmid 
 
McDiarmid navrhl kritérium založené na amplitudě smykového napětí       a normá-
lovém napětí      . Kritickou rovinou je ta rovina, v níž je současně maximální ampli-
tuda smykového napětí a normálové napětí maximální. Kritérium má tvar [5]:  
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   (14) 
 
kde    je mez pevnosti v tahu a     je únavová pevnost ve smyku v závislosti na 
způsobu růstu trhliny. V případě A se trhlina šíří po povrchu rovnoběžně se směrem 
působení smykového napětí, v případě B se trhlina šíří do hloubky materiálu a je tudíž 
nebezpečnější než v případě A. 
 
 
Obr. 4.1 Typy šíření trhlin [5] 
 
Dang Van 
 
Dang Van [5] se ve svém kritériu více přibližuje fyzikální podstatě vzniku únavové 
trhliny, kdy její nukleace probíhá v zrnech ve vhodných skluzových rovinách. Neuva-
žuje napětí působící v celém materiálu objemu, ale uvažuje mikroskopická napětí půso-
bící na zrna. Ta jsou jiná než makroskopická napětí, neboť při mikroskopického 
pohledu není materiál izotropický ani homogenní. Vznik trhliny tedy závisí na okamži-
tém mikroskopickém smykovém napětí      a také na okamžitém hydrostatickém napětí 
     , které řídí otevírání trhliny. Kritérium lze zapsat jako lineární kombinaci těchto 
dvou napětí:  
 
               (15) 
 
kde m, n jsou konstanty určené únavovými zkouškami. Hlavní mikroskopická napětí 
potřebná pro výpočet mikroskopických smykových napětí se určí z tenzoru mikrosko-
pických napětí      . Ten se vypočítá z tenzoru makroskopických napětí       a deviá-
toru tenzoru reziduálních napětí   
 : 
 
               
  (16) 
 
Kritickou rovinou je rovina maximálních mikroskopických smykových napětí. 
 
Matake 
 
Jeho kritérium [8] je podobné jako Findleyho kritérium, také uvažuje lineární kombi-
naci smykového a normálového napětí. Kritickou rovinou je však rovina maximálního 
smykového napětí. Kritérium má tvar: 
 
        
       
(17) 
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kde konstantu    je možné vypočítat na základě únavových zkoušek užitím vztahu: 
 
     
  
   
   (18) 
 
 
Papadopoulos 
 
Jeho kritérium [9] je založeno na lineární kombinaci amplitudy zobecněného smyko-
vého napětí    a maximální hodnoty hydrostatického napětí      : 
 
                  
(19) 
 
kde   ,    jsou materiálové charakteristiky. Parametr    je možné určit pomocí 
ohybové zkoušky, v tom případě nabývá hodnoty: 
 
 
     
  
   
 
 
 
  (20) 
 
 
parametr    se určí ze zkoušky krutem. Jeho hodnota je potom rovna mezi únavy ve 
smyku   .  
 
Pro výpočet amplitudy zobecněného smykového napětí potřebujeme nejdříve určit 
amplitudu smykového napětí působící na rovině ρ podél křivky ξ: 
 
 
          
 
 
     
 
              
 
            (21) 
 
kde φ je úhel mezi průmětem normály    roviny ρ do roviny xy a osou x, θ je úhel mezi 
normálou    a osou z a χ je úhel mezi křivkou ξ a jednotkovým vektorem   . Ten je 
součástí souřadnicového systému, který je definovaný jednotkovými vektory         na 
rovině ρ (obr. 4.2). 
Amplituda zobecněného smykového napětí je pak definována jako: 
 
          
 
 
             
  
   
 (22) 
 
Kritickou rovinou je rovina, kde         dosahuje své největší hodnoty. 
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Obr. 4.2 Rovina ρ s příslušnými souřadnými systémy [9] 
Kritérium bylo použito pro určení životnosti vzorků namáhaných víceosým soufázovým 
a nesoufázovým napětím o sinusovém průběhu. V obou případech vykazovalo dobrou 
shodu s provedenými experimenty. 
 
Carpinteri a Spagnoli 
 
U tohoto kritéria [10] orientace kritické roviny souvisí s průměrnými směry hlavních 
napětí         , které se počítají pomocí váhové funkce. Pro výpočet orientace kritické 
roviny navrhli empirický vztah: 
 
 
  
  
 
    
  
  
 
 
  (23) 
 
kde δ je úhel mezi normálou kritické roviny    a průměrným směrem hlavního napětí   , 
přičemž normála    leží v rovině     . Na základě tohoto výpočtu orientace kritické 
roviny je tedy možné uvažovat převažující způsob vzniku únavové trhliny (mód I - 
normálový a mód II - smykový). 
Samotné kritérium má tvar: 
 
         
  
  
 
 
       (24) 
 
Jedná se tedy o nelineární kombinaci maximálního normálového napětí a amplitudy 
smykového napětí v kritické rovině. 
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Obr. 4.3 Vztah mezi souřadným systémem, průměrnými směry hlavních napětí 
a normálou kritické roviny: a) celkový pohled; b) pohled na tangenciální 
rovinu v bodě P [11] 
 
V roce 2011 pak představili zjednodušené kritérium [11]. Hlavní rozdíl spočívá ve 
výpočtu průměrných směrů hlavních napětí a pak také místo maximálního normálového 
napětí užívá ekvivalentní amplitudu normálového napětí, která se vypočte podle vztahu: 
 
                 
   
  
  (25) 
 
kde      je amplituda normálového napětí a     je střední normálové napětí. 
 
Toto kritérium porovnali ve stejném článku pro několik materiálů s jinými kritérii, mezi 
jinými i kritérii zde uvedenými (Dang Van, Findley, Matake, McDiarmid, Papadopou-
los a Robert) a také se svým původním kritérium. Z tohoto srovnání vyšlo jejich zjedno-
dušené kritérium jako nejlepší. 
 
Robert 
 
Robert [12] představil kritérium, které závisí na amplitudě smykového napětí      , 
amplitudě normálového napětí         a střední hodnotě normálového napětí    . 
Kritickou rovinou je rovina, kde je lineární kombinace těchto napětí největší. Kritérium 
má tvar: 
 
    
 
                           (26) 
 
kde       a    jsou materiálové charakteristiky získané třemi jednoosými únavovými 
zkouškami: tahovým a torzním souměrným zatěžováním (R = -1) a tahovým míjivým 
zatěžováním (R = 0). Počtu cyklů do lomu N je dosaženo v momentě, kdy nastane 
rovnost rovnice (26). Kritérium je vhodné pro proporcionální zatěžování, neboť 
v případě aplikace kritéria na neproporcionální zatěžování obdržíme velký počet 
kritických rovin. 
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Liu a Mahadevan 
 
Kritérium [13] je nelineární kombinací amplitudy normálového napětí, amplitudy 
smykového napětí a amplitudy hydrostatického napětí doplněné korekčním faktorem 
pro střední hodnotu normálového napětí     
   
  
 , které působí na kritické rovině: 
 
   
        
   
  
 
  
 
 
  
  
  
 
 
   
    
  
 
 
   (27) 
 
kde η, r, β jsou materiálové charakteristiky, které je možné vypočítat podle vztahů 
uvedených v tabulce 1. 
 
Tab. 1: Vztahy pro výpočet materiálových charakteristik 
  
  
  
     
  
  
   
              
                        
  
 
 
 
 
 
 
   
  
  
    
      
 
Nutno podotknout, že pro přesný výpočet η je nutná únavová zkouška s nenulovým 
středním normálovým napětím. Zde uvedené vztahy jsou zjednodušené pro výpočet 
pomocí parametrů ze symetrické únavové zkoušky. 
 
U tohoto kritéria je kritická rovina určena jako rovina s nejmenším (nulovým) hydro-
statickým napětím a její orientace se určuje na základě roviny lomu. Za rovinu lomu je 
považována rovina s největší amplitudou normálového napětí. V případě, že poměr 
  
  
  
  , pak kritická rovina je totožná s rovinou lomu. Pokud    , pak se orien-
tace kritické roviny vypočítá na základě vztahu: 
 
 
      
        
 
  
      
 
  
     
    
 
  
     
 (28) 
 
kde α je úhel mezi kritickou rovinou a rovinou lomu. Ze všech možných rovin s tímto 
úhlem se vybere ta, na které vztah (27) dosahuje své maximální hodnoty. 
 
Pro určení konečné životnosti lze rovnici (27) přepsat do tvaru: 
 
 
 
 
          
   
  
  
 
  
  
  
 
 
             
 
    
(29) 
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Levou část lze poté považovat za ekvivalentní napětí, které je možné použít k určení 
životnosti užitím Wöhlerovy křivky. 
Kritérium vykazuje velmi dobrou shodu při určování životnosti i roviny lomu. Díky 
závislosti orientace kritické roviny na vlastnostech materiálu je vhodné pro všechny 
druhy kovů. Je však použitelné pouze pro víceosé namáhání s konstantní amplitudou. 
 
 
4.2 Deformační kritéria 
 
Brown a Miller 
 
Podle Browna a Millera jsou k popsání únavového procesu a k určení životnosti potřeba 
úhlové a délkové přetvoření [5]. Stejně jako McDiarmid ve svém kritériu rozlišují typ 
šíření trhliny A a B: 
 
typ A:  
  
 
 
 
  
  
 
 
 
   (30) 
 
typ B: 
  
 
        (31) 
 
kde g, h, j jsou konstanty,    je rozkmit úhlového přetvoření a    je délkové přetvoření. 
Později bylo kritérium modifikováno užitím ekvivalentní amplitudy úhlového 
přetvoření: 
 
   
 
 
     
 
      (32) 
 
kde     je rozkmit délkového přetvoření v rovině maximálního rozkmitu úhlového 
přetvoření       a S je materiálový parametr vyjadřující vliv délkového přetvoření na 
růst trhliny. Určuje se na základě únavové zkoušky tahem a krutem. 
Výslednou podobu pak dali kritériu Wang a Brown. Při uvažování korekce užitím 
středního normálového napětí má tvar: 
 
      
 
       
  
      
 
     
 
    
      
 
 (33) 
 
kde            a           . Kritickou rovinou je rovina s největším úhlovým 
přetvořením. Kritérium je vhodné pro materiály náchylné ke vzniku trhliny smykem. 
 
Toto kritérium ve své konečné podobě je použito například ve srovnání kritérií v článku 
[14]. Pro většinu druhů zatěžování poskytuje dobré výsledky, a však u materiálů 
s malou schopností zpevnění během neproporcionálního zatěžování byly výsledky 
značně konzervativní. 
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Fatemi a Socie 
 
Jejich kritérium [15] vychází z Brown-Millerova kritéria. Navrhli místo normálového 
přetvoření použít normálové napětí      , čímž lze postihnout proces cyklického 
zpevňování, které způsobuje pokles životnosti. Jimi navrhované kritérium má tedy tvar: 
 
   
 
    
     
  
  
  
 
 
     
  
   
      
  
 (34) 
 
kde n je konstanta určená porovnáním údajů únavové zkoušky tahem a zkoušky krutem, 
   je mez kluzu, G je modul pružnosti ve smyku,   
  je součinitel únavové tažnosti ve 
smyku,     a    jsou exponenty únavové životnosti ve smyku. Vzhledem ke svým vlast-
nostem je kritérium vhodné pro materiály a druhy zatěžování, které jsou náchylné ke 
vzniku trhlin smykem. 
 
V článku [16] byl studován vliv víceosého namáhání na ocel 42CrMo4. Skutečné 
výsledky byly porovnány s předpověďmi čtyř multiaxiálních kritérií. Z tohoto srovnání 
nejlepšího výsledku dosáhlo právě Fatemi-Socieho kritérium, protože ve svém výpočtu 
uvažuje napětí i deformace. Nejhoršího výsledku naopak dosáhlo Findleyho kritérium, 
jehož odhad byl velmi nekonzervativní. 
 
Li a kol. 
 
Kolektiv autorů ve své práci [17] vychází z předchozích dvou kritérií. Jejich kritérium 
má tvar: 
 
      
 
    
     
  
 
   
 
  
  
 
 
     
 
   
      
 
    
  
 
  
     
 
  (35) 
 
Kritickou rovinou je opět rovina s maximálním úhlovým přetvořením. V tomto kritériu 
se       vypočítá z modifikovaného Ramberg-Osgoodova vztahu: 
 
 
      
     
 
  
     
        
 
 
  
 (36) 
 
kde       je maximální délkové přetvoření,    je koeficient cyklické pevnosti,    je 
exponent cyklického zpevnění, L je koeficient neproporcionálního zpevnění a   je 
faktor neproporcionality. 
 
Kritérium testovali na výsledcích 620 zkoušek 20 různých materiálů a různých druhů 
zatěžování a porovnávali jej s předchozími dvěma kritérii. Z tohoto srovnání vykazo-
valo jejich kritérium nejlepší shodu. 
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4.3 Energetická kritéria 
 
Liu 
 
Jeho kritérium [5] je založeno na energii virtuální deformace. Podle způsobu namáhání 
má pro mód I kritérium tvar: 
 
                      
 
       
   
      
   
 
   
  
 
     
  
 
(37) 
 
Kritickou rovinou je rovina s maximální normálovou prací       , k ní je poté přiřa-
zena smyková práce      na téže rovině. Pro mód II pak má kritérium tvar: 
 
                       
 
        
   
      
     
 
   
  
 
     
   
 
(38) 
 
přičemž se ještě rozlišuje způsob růstu trhliny A nebo B. Tvar kritéria je pro oba 
způsoby stejný, rozdíl spočívá ve výpočtu rozkmitů napětí a deformací. V tomto případě 
se nejprve určí rovina s maximální smykovou prací a k ní je přiřazena normálová práce. 
Pro výpočet životnosti se použije ten tvar kritéria, kde je energie virtuální práce 
největší. 
Přidáním korekčního faktoru je možné zahrnout i efekt středního napětí. Pro mód I pak 
kritérium přejde do tvaru: 
 
 
                       
 
  
         
     
  (39) 
 
a pro mód II do tvaru: 
 
 
                        
  
 
  
     
  (40) 
 
Kritérium je bez problémů použitelné pro proporcionální zatěžování, v případě nepro-
porcionálního zatěžování pouze v určitých případech. 
 
Varvani-Farahani 
 
Varvani-Farahani představil energetické kritérium, které má tvar [18]: 
 
 
 
  
   
        
  
   
  
 
  
   
        
    
 
        
(41) 
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Kritickou rovinou je rovina s nevětšími Mohrovými kružnicemi pro přetvoření a napětí 
během zatěžovacího cyklu. Autor uvádí, že kritérium dává dobré výsledky pro 
proporcionální a neproporcionální zatěžování v oblasti nízkocyklové i vysokocyklové 
únavy. V již uvedeném článku [14] však výsledky v případě tahového a některých 
případů neproporcionálního zatěžování příliš přesvědčivé nejsou. 
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Závěr 
 
První práce zabývající se hodnocením únavy materiálu se objevily ve 2. polovině 
19. století. Více než 100 let však byly teoretické i experimentální výzkumy omezeny na 
jednoosé zatížení. Teprve v posledních desetiletích byla formulována kritéria pro 
víceosé namáhání.  
Starší kritéria jsou obvykle jednoduchá, vychází ze základních principů vzniku lomu. 
S postupným vývojem a objevováním nových poznatků a zákonitostí se pak kritéria ve 
snaze postihnout co nejširší oblast materiálů a druhů zatěžování stávají složitějšími. 
I přes tuto snahu však zatím neexistuje žádné univerzální kritérium, které by bylo použi-
telné pro všechny případy. Je otázkou, zda je možné takové kritérium vůbec sestavit.  
Tato práce si kladla za cíl získat přehled o aktuálně používaných kritériích únavové 
životnosti při víceosém namáhání. Je v ní uvedena většina nejpoužívanějších kritérií 
i některé méně používané a relativně nové. Všechny informace byly získány studiem 
časopisecké literatury, zpracovány a setříděny do přehledného stavu. Tento přehled 
umožní vybrat pro posuzování dovoleného zatížení strojních součástí ta nejvhodnější 
kritéria a pomocí matematických statistických metod určit jejich použitelnost pro daný 
účel. 
Práce byla zaměřena na kritéria založená na kritické rovině, protože velmi dobře 
korelují únavové porušení s experimentálně pozorovaným šířením trhlin. Tyto modely 
umožní predikci únavové životnosti i orientace rovin poškození. 
Únavu při víceosém namáhání je nutné dále studovat a pokusit se najít způsoby, jak 
odhadnout životnost strojních součástí a konstrukcí co nejpřesněji. Lze tím ušetřit čas, 
peníze a také zabránit některým neštěstím. 
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Seznam použitých zkratek a symbolů 
 
     [-]  amplituda celkového poměrného přetvoření 
      [-]  amplituda plastického poměrného přetvoření 
     [-]  amplituda elastického poměrného přetvoření 
    [MPa]  amplituda napětí 
   [MPa]  napětí 
   [MPa]  smykové napětí 
    [-]  plastické poměrné přetvoření 
    [J]  deformační energie za jeden cyklus 
    [-]  počet cyklů do lomu 
    [MPa]  mez únavy pro tah – tlak 
     [MPa]  mez únavy pro ohyb 
    [MPa]  mez únavy pro krut 
  
   [MPa]  součinitel únavové pevnosti 
b, c  [-]  exponenty únavové pevnosti 
  
   [-]  součinitel únavové tažnosti 
E  [MPa]  modul pružnosti v tahu 
   [rad s-1] úhlová rychlost 
t  [s]  čas 
    [MPa]  střední napětí 
    [MPa]  dolní napětí 
    [MPa]  horní napětí 
R  [-]  koeficient nesouměrnosti cyklu 
         [MPa]  normálová napětí 
            [MPa]  smyková napětí 
    [MPa]  tenzor napětí 
            [MPa]  hlavní napětí 
         [-]  invarianty tenzoru napětí 
            [MPa]  maximální smyková napětí 
        [MPa]  obecné napětí roviny   
    [MPa]  normálové napětí roviny   
    [MPa]  smykové napětí roviny   
    [MPa]  amplituda smykového napětí 
    [MPa]  normálové napětí 
k  [-]  konstanta Findleyova kritéria 
f  [MPa]  konstanta Findleyova kritéria 
       [MPa]  maximální normálové napětí 
  
   [MPa]  součinitel únavové pevnosti ve smyku 
       [MPa]  maximální amplituda smykového napětí 
      [MPa]  únavová pevnost ve smyku pro způsob růstu trhliny A, B 
    [MPa]  mez pevnosti v tahu 
      [MPa]  okamžité mikroskopické smykové napětí 
       [MPa]  okamžité hydrostatické napětí 
m  [-]  konstanta Van Dangova kritéria 
n  [MPa]  konstanta Van Dangova kritéria 
    [MPa]  tenzor mikroskopických napětí 
    [MPa]  tenzor makroskopických napětí 
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   [MPa]  deviátor tenzoru reziduálních napětí 
    [MPa]  konstanta Matakeho kritéria 
    [MPa]  amplituda zobecněného smykového napětí 
    [-]  konstanta Papadopoulosova kritéria 
    [MPa]  konstanta Papadopoulosova kritéria 
       [MPa]  maximální hydrostatické napětí 
         [MPa]  ekvivalentní amplituda normálového napětí 
      [MPa]  amplituda normálového napětí 
     [MPa]  střední normálové napětí 
       [-]  konstanty Robertova kritéria 
    [MPa]  konstanta Robertova kritéria 
      [MPa]  amplituda hydrostatického napětí 
       [-]  konstanty Liu-Mahadevanova kritéria 
s  [-]  poměr meze únavy ve smyku a v krutu 
    [-]  rozkmit úhlového přetvoření 
    [-]  délkové přetvoření 
g, h, j  [-]  konstanty Brown-Millerova kritéria 
    [-]  rozkmit ekvivalentního úhlového přetvoření 
       [-]  maximální rozkmit úhlového přetvoření 
S  [-]  materiálový parametr Brown-Millerova kritéria 
     [-]  rozkmit délkového přetvoření 
n  [-]  konstanta Fatemi-Socieho kritéria 
    [MPa]  mez kluzu 
G  [MPa]  modul pružnosti ve smyku 
  ,     [-]  exponenty únavové životnosti ve smyku 
  
   [-]  součinitel únavové tažnosti ve smyku 
       [-]  maximální délkové přetvoření 
    [-]  koeficient cyklické pevnosti 
    [-]  exponent cyklického zpevnění 
L  [-]  koeficient neproporcionálního zpevnění 
   [-]  faktor neproporcionality 
         [J]  deformační energie pro namáhání v módu I a II 
     [MPa]  rozkmit normálového napětí 
    [MPa]  rozkmit smykového napětí 
 
   rovina 
    normálový jednotkový vektor roviny 
ξ  obecná křivka ležící v rovině 
      jednotkové vektory ležící v rovině 
     úhly popisující směr normály kritické roviny v souřadném systému 0xyz 
χ  úhel mezi křivkou ξ a jednotkovým vektorem    
          průměrné směry hlavních napětí 
δ úhel mezi normálou kritické roviny    a průměrným směrem hlavního 
napětí    
  úhel mezi kritickou rovinou a rovinou lomu 
